Bonyolultsagelmélet

I. Id6bonyolultsag

A. Determinisztikus és nemdeterminisztikus idébonyolultsagi osztalyok

e TIME (f(n)) = {L|L eldontheté O(f(n)) id8igényii determinisztikus Turing-géppel}

NTIME (f(n)) = {L| L eldéntheté O(f(n)) id6igényli nemdeterminisztikus Turing-géppel}

P=U,>, TIME (nf).
o NP={J, > NTIME (n*).

Eszrevétel: P C NP.

Sejtés: P#£NP (sejtjiik, hogy igaz, de bizony{tani nem tudjuk).
B. Visszavezetés polinom idGben
B1. Definicié

e f:Y* —» A* polinom idében kiszamithatd, ha van olyan Turing-gép, ami polinom idében kiszamitja.
(lasd szofiiggvényt kiszdmité TG-ek)

e [,; C ¥* polinom id6ben visszavezethet6 Ly, C A*-ra, ha van olyan f : ¥* — A* polinom idében
kiszamithaté széfiiggvény, hogy w € L1 < f(w) € La. Jelolés: Ly <, Lo.

B2. Tételek

e Ha Ly <, Ly és Ly € P, akkor Ly €P.

e Ha Ly <, Ly és Ly € NP, akkor L, € NP.
C. NP-teljesség

C1. Definicié
Egy L probléma NP-teljes, ha NP-beli és minden NP-beli probléma polinom id6ben visszavezethetd ré.

C2. Tételek

e Ha L NP-teljes és L € P akkor P=NP.

e Ha Ly NP-teljes, Ly € NP és L; <, Ly akkor Lo NP-teljes.
C3. Logika gyorstalpalo

e A logika itéletlogika (nulladrendii logika) nevli modelljében egy logikai formula itéletvaltoz6kbdl és
logikai miiveletekbdl (pl. tagadds (-, negécid), logikai és (A, konjunkcid), megengedd vagy (V, dis-
zjunkcid)) épiil fel. Az itéletvéltozdkat igazra vagy hamisra értékelhetjiik ki. Egy formula igazsdgértékét
az {téletvaltozok adott kiértékelése mellett a formula felépitésére vonatkozd rekurzid alapjan kapjuk meg.
Egy formula kielégithets, ha van olyan kiértékelés, ami igazra értékeli ki.

e Tétel: Minden formuldhoz van vele ekvivalens KNF.

e Literal: egy itéletvaltoz6 vagy egy negdlt {téletvaltoz6. Tag: literdlok (lehet 1 darab is) diszjukcidja.
Konjunktiv normalforma (KNF): Tagok (lehet 1 darab is) konjunkciéja.

e Példa: p = (X V-Y)A (=X VYV Z)A—Z kielégitheté6 KNF, példdul ha mindhdrom itéletvéltozé hamis,
akkor ¢ igaz. X A (=X V -Y) AY kielégithetetlen KNF.

C4. Egy NP-teljes nyelv
e Legyen SAT={(p) | ¢ kielégithet§ KNF}, ahol (¢) a ¢ formula valamilyen dekédolhaté kédja {0, 1} felett.
e Tétel (Cook): SAT NP-teljes.



D. Nevezetes (eléaddson ismertetett) NP-teljes nyelvek
({ ) mindig valamilyen kelléen témor dekédolhaté kédolast jelent {0, 1} felett, most nem a kédoldsra fékuszalunk.)

SAT={(p) | ¢ kielégithetd KNF} (Cook tétel)

3SAT={{¢) | ¢ kielégithet6 KNF és minden tagban pontosan 3 literdl van}
3SzINEZES={(G) | G 3-szinezhet&}

(egy graf 3-szinezhetd, ha csticsai 3 szinnel szinezheték tigy, hogy a szomszédos csicsok szinei kiilonbozéek)
KLIKK={(G) | G-nek van k méretii teljes részgrafja}

(G irdnyitatlan graf; k € N el6re rogzitett)

FUGGETLEN CSUCSHALMAZ={(G) | G-nek van k méretii iires részgrafja}

(G irdnyitatlan graf; k € N elére rogzitett)

CSUCSLEFEDES={(G) | van k méret{i részhalmaza V(G)-nek, ami az Osszes élt lefogja}
(G irdnyitatlan graf; k € N el6re rogzitett; egy S C V(G) lefog egy E élt, ha SN E # ()
HIiTTING SET={(T) | van olyan k méret(i S halmaz, ami az 6sszes T-beli halmazt lefogja}
(T halmazok halmaza; k € N elére rogzitett; egy S halmaz lefog egy X halmazt, ha SN X # 0)
HALMAZFEDES={(U,T) | van k darab T-beli halmaz, aminek unidja U}

(U egy halmaz; T U részhalmazainak egy halmaza; k € N el6re rogzitett)

HU={(G) | van a G iranyitott grafban s-bél t-be Hamilton 1t}

(A Hamilton it olyan 1t, ami minden cstcsot bejir; s és t elére rogzitettek)

IHU={(G) | van a G irdnyitatlan grafban s-bél t-be Hamilton 1t}

(s és t elére rogzitettek)

THK={(G) | van a G irdnyitatlan grafban Hamilton kor}

UTAazOUGYNOK={(G) | van-e a G-ben legfeljebb k stlyt Hamilton kor}

(G pozitiv egészekkel élsilyozott iranyitatlan graf; k € N elére rogzitett)

I1. Tarbonyolultsag

E. A tarbonyolultsag mértékegysége

A tarbonyultsig vizsgalatdhoz in. off-line Turing-gépeket haszndlunk. Az elsd szalag a bemeneti szalag,
ezt csak olvashatja, az utolsé szalag a kimeneti szalag, erre csak irhat. A Turing-gép tarigénye a tobbi
szalagon (in. munkaszalagokon) felhaszndlt celldk szdma. Egy Turing-gép f(n) tarkorldatos, ha barmely u
inputra legfeljebb f(|u|) tarat haszndl.

F. Determinisztikus és nemdeterminisztikus tarbonyolultsagi osztalyok

SPACE (f(n)) = {L| L eldontheté O(f(n)) térkorlatos determinisztikus Turing-géppel}

e NSPACE (f(n)) = {L| L eldéntheté O(f(n)) tarkorldtos nemdeterminisztikus Turing-géppel }
e PSPACE={J,,SPACE (n").

o NPSPACE={J, ., NSPACE (n*).
e NL=NSPACE (logn).

G. Savitch tétele és kovetkezményei

(Savitch tétele) Ha f(n) > logn, akkor NSPACE (f(n)) C SPACE (f%(n))

e PSPACE=NPSPACE
e NL C SPACE (log” n)



